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FUNCIONES CUYA RECTA
TANGENTE FORME CON LOS EJES
CARTESIANOS UN TRIANGULO
DE AREA CONSTANTE
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RESUMEN:

Este tema surgi6 en clase realizando un ejercicio que nos mando el profesor en el que se pedia que

: 2
hallaramos el drea que formaba la tangente a la funcién / (-‘7):? con los ejes del sistema de

coordenadas cartesiano en un punto. A continuacion se nos pidié que lo halliramos en otro punto
distinto y el resultado fue el mismo. La posibilidad de que sucediese esta propiedad en todo el
dominio me llevé a pensar cuales serian las funciones que cumpliesen esta propiedad.

En esta monografia resolveré en primer lugar el problema original (primero para los puntos
concretos y luego para un punto X = n siendo n un nimero cualquiera perteneciente a los nimeros
reales) y para finalizar resolveré el problema en el que buscaré todas las funciones que cumplan que
su recta tangente a la funcién en cualquier punto forme con los ejes OX y OY un triangulo de area
igual a 4 u?, siendo el resultado de este problema las infinitas rectas que forman un area de 4 u® con
los ejes ademas de la funcién inicial desde la cual partimos. El planteamiento general nos lleva a

una ecuacion diferencial lineal que tendremos que plantear y resolver.




INDICE

L= INTRODUCCION . ....ccoooooeoeeeveeeeeeeeeree e s e ste e pag.4

2.- RESOLUCION DEL PROBLEMA ORIGINAL.........ccooiiiriiirnciicnriisneniiinnns pag. 4

3.- BUSQUEDA DE FUNCIONES QUE CUMPLAN LA MISMA PROPIEDAD..pag. 6
| 4= CONCLUSION..........oooioeieieeeeesis sttt pag. 10
;7 S0 BIBLIOGRAFIA ....oooooeoooooeoeeoeeoeeeeese st seess s sise pég. 10




|
?

[y

1.- INTRODUCCION:

Como ya he indicado en el resumen, este tema surgié un dia de clase en el que el profesor de

matematicas nos mandé realizar para casa un problema en el que se nos pedia que halliramos el

2 .
valor del 4rea del tridngulo formado por la recta tangente a la funcion flx ):; en el puntox = 1.

A continuacion nos pedia que lo calculdramos en x = 2. Ante mi asombro el resultado era el mismo
asi que probé en x =3 y en x = 4 dandome a su vez el mismo resultado. Acabé deduciendo que el
4rea siempre es constante por lo que me pregunté cuales podian ser el resto de funciones que
cumplieran esta propiedad (si efectivamente hay alguna otra). Este, por lo tanto, me pareci6 un buen
tema de la monografia ya que daba juego para indagar a fondo en las funciones y a seguir

aprendiendo cosas.

2.- RESOLUCION DEL PROBLEMA ORIGINAL:

Al resolver el problema de hallar el 4rea del triangulo formado por la recta tangente en el punto x=2

y los ejes cartesianos, obtuve el siguiente resultado:

2 , -2
.f(l‘):; cuya derivada / (‘):7

sustituyendo el valor de x en la derivada obtenemos el valor de la pendiente la recta tangente (que
es de la forma y=mx+#n donde m es la pendiente y n la ordenada en el origen)

m = -2 por lo que la recta tangente es igual a y=—2x+4
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Podemos observar claramente que la recta tangente corta a los ejes cartesianos en los puntos x =2 ¢

y = 4. Para comprobar el resultado sustituimos en la ecuacion de
Six=0,y=4
Siy=0;0=-2-2+4;x=2

la funcion

Por lo tanto, el tridngulo que se forma tiene como base 2 unidades y como altura 4 unidades de

. . ., _ base - altura
modo que el 4rea de dicho tridngulo serd — 5

2-4 ,
Alriénguloz 2 = 4 u

En el caso de la recta tangente en el punto x =2
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Fue tal mi sorpresa que a partir de este momento se me ocurrio indagar para saber si efectivamente

el area del triangulo que se forma es igual a 4 u” siempre.

Recta tangente a f(x) en un punto en el que x = n donde n es un valor cualquiera perteneciente a los



. 2_-2,
nimeros reales: S (x—n)
n

sustituimos x e y por 0 para hallar los puntos de corte con los ejes y asi poder calcular después el
area del triangulo:

Puntos de corte con los ejes:

y=0;x=2n
=4
x=0; Y=,

|

: -2

n

— — 2
Alriz’mgulo - 2 =4u

‘1 Con esta solucion llegamos a la conclusion de que en todos los casos el drea del triangulo formado
por la recta tangente a la funcién y los ejes x ¢ y es siempre constante, de valor 4 unidades

cuadradas.

r 3.- BUSQUEDA DE FUNCIONES QUE CUMPLAN LA MISMA PROPIEDAD:
Después de esta conclusién me surgié la duda sobre si existirian mds funciones que tuvieran la
misma propiedad, por lo que me decidi a la busqueda de la ecuacion diferencial que caracterizara

esta propiedad.

Partimos de una funcion f(x) cualquiera y un punto cualquiera “a”:

la recta tangente a f(x) en el punto “a” seria: y—yla)=y '(a)(x—a)

Corte con el eje OX (y = 0):

0—y(a)=y'(a)(x—a) ; despejando: ¥= t Jta
‘ y'(a)

’ Corte con el eje OY(x = 0):

y—yla)=y'(a)(0—a) despejando: y=—ay’'(a)+y(a)

Ahora sustituimos en la ecuacion del drea y fo igualamos al area del tridngulo, que es constante:

Area: % ( ‘;J"((;’)) +a) (y(a)—ay'(a))=4




Desarrollamos la ecuacion:
8y'—(ay (@)= y(a@))(y(a)=ay ()
8y'=—(ay'(a)-y(a))

Llegamos a la ecuacidn diferencial lineal:

r

(v =8y

Ahora surge el problema de como resolverla, ya que es una ecuacién complicada de resolver. Si
derivamos la expresion la ecuacién diferencial se convierte en una ecuacion diferencial lineal, algo
mas sencilla de resolver. Derivando obtenemos:

2(y—xy )y =y +xy ' ])==8y"’

2(y—xp )=y )=—8y""

Agrupandolo queda la ecuacion diferencial de segundo orden del modo siguiente:

2y (y—xy ) =8y

Operando:
—4y''=xy"'(y—xy') ; de esta expresion obtenemos dos ecuaciones diferenciales que son las
siguientes:
Caso a) y'=0,
Caso b) iix)’ =y
S
Caso a)

En el caso de que y" = 0, y' = k y esta propiedad la cumplen las rectas de la forma y=hkx+C  Esta
solucion se podria haber visto a simple vista ya que una recta que pase por x =2 ey = 4 ya cumple

esta ecuacion.
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Para hallar las rectas; y=ax+b

corta al eje OY en el punto: ¥y=0

corta al eje OX en el punto: ¥=—_~

Por lo tanto, el area del tridangulo debera ser:

1, ,—b . -
Azib(—):4 ; operando, b” _g. 4==b
a

o

La familia de rectas que cumple esa propiedad es:

.y
=——x+b
Yy 4 X
Caso b)
" - , 8yrr
Enelcasoenel que y # 0 y#0 ; 2x(y—xy')= S

Operando llegamos a la ecuacion diferencial lineal que es: V™% ':’\T

Para obtener la segunda solucién de la ecuacion diferencial desarroliamos la expresion de arriha:
) _—4
YooYty
X x

para hallar la solucién de la ecuacion primero se debe hallar la solucion de la ecuacion homogénen

y para ello:

y’——l y:O .
X

y'
5 hY%

JE)ax=[ (v L(y)=L(x)+C By =E" '€y =Ehx*E°

Si consideramos EC como una constante K la solucion homogénea es ¥ =KXy ahora utilizamos el
método de variacion de las constantes ya que me permite encontrar la solucion a la ecuacidr
completa:

(%)= K (%)% der o ()= K (x)x K (%)
Sea Vi~ X)X derivamos obteniendo: que desarrollamos:

, 1 . —4
xK +K—E.\K—?

,\:K'+K—K=#
X

_—4 .
Llegamos a la solucién de que K :—\_T por lo que resolvemos la integral para hallar K:

_ =2
K=[(Z2)ax=] —4x‘3dx=—4i5+0=%+0
X - X



Por lo tanto, la solucién a la ecuacion que era ¥ =KX ahora es:
2 2

y=x(=+C); y==+Cx

¢ X

1 p

Es decir las soluciones de la ecuacion diferencial son:

2
y=—+Cx
X

Ahora hay que hallar el valor de C para que el 4rea sea igual a 4 u*

y'=:f—+C
X

La recta tangente a esa funcion ¥ en un punto es:
y=y(xe)=y"(xo)(x=x,)
2 2
Y=+ Cxy) =(C—F) (x—x,)

X, X,

Calculamos el corte con el eje OY (x =0)

2 2 2 2 4
J‘ J’:_xo(C__2)+(Cxo+f):(f_cxo)+(f‘*’c"‘n):f
| Xg Xo  Xo Xo Xo
Calculamos el corte con el eje OX (y = 0)
| 2 2, (2 4
! —(=+Cx,) ((Cxp—=)=(F+Cx)) ()
‘; Xo o Lo Yo
| x:——2—+x0: 2 2
(C==) (C—=) (5—C)
| X, X, X,
‘ Finalmente el drea me queda como:
2
(=)
I 4 Xo .
5-—-—1—24 = 4—-C=4 5siC=0
X ‘

| " (5-C)
| Xy

Como podemos observar, si igualamos la expresion a 4, nos queda que para que se cumpla la
; ecuacion, C necesariamente tiene que tener el valor 0: por lo tanto, la ecuacion que tiene la

| caracteristica de la propiedad mencionada con anterioridad es la funcion:

Y=
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4.- CONCLUSION:

Una vez resuelto el problema nos damos cuenta de que el resultado es elemental ya que aparece de
nuevo como solucién la funcién desde la cual partimos para resolver el problema. Ademds, las
infinitas rectas que junto con los ejes cartesianos OX y OY forman un tridngulo de area 4 u®. Hay
que tener en cuenta que una recta que forma con los ejes un tridngulo de drea 4 tiene en todos sus
puntos como tangente la propia recta, y por tanto, eso nos proporciona una familia de funciones —

rectas que también son solucion.
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